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Dans les mathematiques il !’ a beaucoup de problemes du type suivant: 
“Soient V une categoric et 95’ une sous-categoric de V; dans quelles conditions 
le foncteur d’inclusion a-t-i1 un adjoint 2 la gauche ?” Dans ce travail nous 
determinons une classe de sous-categories d’une categoric de foncteurs 
propres [4] sur une cadgorie, pour lesquelles les foncteurs d’inclusion ont 
des adjoints a la gauche. 
Le resultat principal est le Theo&me 3.6 dont la demonstration est assez 
difficile. Comme appliquation nous obtenons une solution de conjectures 
de Lambek [4, 31. D’aprits le Theo&me 3.6 chaque cadgorie +? a une 
immersion dans une categoric supcomplete [4]. Cette immersion est gauche 
adequate et elle commute avec toutes les limites projectives, mais seulement 
avec les limites inductives qui se realisent dans une petite sous-cadgorie de $7. 
Un cas particulier de nos considerations est la topologie de Grothendieck 
sur une categoric et sa theorie [I I]. 
De meme, nous pouvons appliquer nos resultats pour obtenir des construc- 
tions et des resultats sur les categories des fractions et dans la theorie des 
categories algebriques (51. 
I. PR~LINIINAIRES 
Soit V une categoric. Si x, y E V, nous notons par [N, y] l’ensemble des 
morphismes x + y. Soit F : % + V’ un foncteur covariant et x’ E V’. Nous 
considerons la categoric (F, %?)/x’(x’/(F, U)) dont les objets sont les couples 
(x,f)((f, x)), oti s E F? et f : Fx ---f x’(f : x’ - Fx) est un morphisme de 9’; 
un morphisme a: : (x, f) + (x1 ,fi)(a : (f, x) + (fi , x1)) de (F, %)/x’(x’/(Fr Uj) 
est un morphisme 01 : x --t x1 de WY tel que fi 0 F(a) = f (F(a) 0 f = fi). 
Soit F : I + $9 un foncteur covariant. On dit que x E V et les morphismes 
3& : F(i) - x, i ~1 donnent un cone inductif (#, s), oti ZJ = (#i)isr, de 
foneteur F si pour chaque morphisme u : i --f i’ de I, il existe un morphisme 
343 
Q 1971 by Academic Press, Inc. 
344 POPESCU 
zl : (i, #J + (i’, &,) de (F, 1)/x. Un cone inductif (#, X) de F est un c8ne 
Cpi-inductif si pour chaque couple f, g : x =f y de morphismes de Q, tel 
que f 0 & = g 0 & pour i E I, il rCsulte que f = g. 
Nous avons une definition similaire pour les cones mono-projectifs. 
(a : (#, X) + (#‘, x’)) est un morphisme de cones inductifs si 01 : x + x’ est 
un morphisme de V et 010 zJi = fii’ pour i E I. Soit F/9? la categoric des 
cones inductifs sur F et 8(F) la sous-categoric pleine de F/S+?, dont les objets 
sont les cones Cpi-inductifs. 6(F) est une categoric de type preordonne, 
c’est-a-dire [a, B] est l’ensemble point ou vide, pour chaque A, B E b(F). 
Si F a une limite inductive (supremum) alors b(F) a un objet initial. 
S’il existe la limite inductive (v, y) de F en V, alors pour chaque (A X) E b(F) 
il existe un unique Cpimorphisme p : y + x de, tel que p 0 vi = &, i E I. 
Si V a des limites inductives (projectives), on dit qu’elle est sup-complete 
(inf-complete). Si ‘27 a des limites inductives et projectives, alors %? s’appelle 
complete. Soit I une petite categoric et x E %?. Nous notons par fzl : I ---f %T 
le foncteur i -+ X, u .+ 1, . Tout Cpimorphisme p : d + B de 97 est un cone 
Cpi-inductif de fal, oh I est une petite categoric arbitraire. 
Soit G : V + %?’ covariant et G(4) = {G(z,!Q)}~,~. Si (#, X) EF/%‘, alors 
(G(#), G(x)) E G 0 F/W. On dit que G commute avec les cones Cpi-inductifs si 
(G(4), G(x)) est un cone Cpi-inductif de G 0 F pour chaque (4, X) E b(F). 
Les foncteurs ayant des adjoints a droite commutent avec les cones Cpi- 
inductifs. Aussi, si $5 a des limites inductives et G commute avec elles, 
alors G commute avec les cones Cpi-inductifs. G : VZ + V’ est Cpi-inductif 
dense (sup-dense) si pour chaque x’ E %?’ il existe F : I + 92 et p : GF -+ x’, 
tel que (p, x’) est un cone Cpi-inductif &mite inductive) dans 97. 
Si G est pleinement fiddle et Cpi-inductif dense (sup-dense) alors G 
commute avec les c6nes mono-projectifs &mites projectives). Done le 
foncteur de Yoneda-Grothendieck commute avec les cones mono-projectifs 
et les limites projectives. Soit F : 92 -+ 97’ un foncteur covariant. On dit que 
le morphisme f : x’ --f Fx(f : Fx + x’) de ??’ est un Cpimorphisme (mono- 
morphisme) relatif a F [6] si pour tout couple u, z, : x = A(u, v : A s x) des 
morphismes de V, tel que F(u) 0 f = F(v) 0 f (f 0 F(u) = f 0 F(v)), nous avons 
u = V. Soit EF(x’) la sous-categoric pleine de x’/(F, U), dont les objets sont 
(f, x), avec f Cpimorphisme relatif a F. (C’est-a-dire les objets quotients 
relatifs a F). 
EF(x’) est une categoric de type preordonne; F a un adjoint a gauche si 
et seulement si pour chaque x’ E V, on a 
(a) EF(x’) a un minimum; 
(b) Pour tout (g, y) E x’/(F, U), il existe (f, x) E E=(d) et le morphisme 
h: (fY4- (&Y)* 
On dit que f : x’ -+ Fx a une decomposition triangulaire relative a F$il 
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existe f : X’ + FA epimorphisme relatif a F et u : A + x monomorphisme, 
tel que F(u) 0 f = f. 
PROPOSITION 1.1. Si tout f : x’ + Fx de 97’ possi?de une dbconrposition 
triangulaire relative ir. F, alors F a wz adjrn’nt 2 gauche si et seulement si h’&~‘) 
a un minimum pour chaque x’ E V’. 
2. THEORIES, BITH~ORIES ET LES FAISCEAUX Asso& 
Soit GT? une categoric et (IY, : I--f 9?:)rCR une classe de petits foncteurs 
ayant les cones inductifs {(+< , AT)}reR dans 59. Soit J la classe d’elemente 
vr ? $7 1 A)LR - On dit que J est une topologie sur %Z et (%‘, J) est une 
theorie. Si V est petite, alors (%, J) est non-me une petite theorie. Ces notions 
gerkralisent les theories algebriques de Lawvere [5]. Une topologie J’ sur V 
est plus fine que J (J’ 3 J) si J’ 3 J. 0 n eu considerer la topologie vide p t 
sur %T don&e par l’ensemble vide rz;. 
Soit (%?, J) une theorie. Un foncteur covariant (contravariant) F : PZ --f B 
est nomme un (VT, J)-cofaisceau [(V, J)-faisceau] avec des valeurs dans 9 
si pour chaque (F, #, A) E J, (F(#), F(A)) [(F(A), F(#))] est la limite inductive 
(projective) de F 0 I’. Le foncteur covariant (contravariant) F : V -+ 9 est 
un (59, J)-coprefaisceau s&pare [(%, J-p re aisceau f sCparC] avec des valeurs 
dans 3, si pour chaque (T, 4, A) E J, (F($), F(A)) [(F(A), F($)J est un cone 
Cpi-inductif [mono-projectif] de F. Nous utiliserons les denominations 
suivantes: 
Ens (a) (59, J)-cofaisceaux pour les (%?, J)- co aisceaux avec des valeurs en f 
(b) (VT, J)-faisceaux pour les (27, J)-faisceaux avec des valeurs en Ens. 
(c) (U, J)-coprefaisceaux &pares pour les (%, J)-coprefaisceaux sCparCs 
avec des valeurs en Ens. 
(d) (W, J)-prefaisceaux &pares pour les (U, I)-prefaisceaux s&pan% 
avec des valeurs en Ens. 
Soit T : V - Ens un foncteur covariant et 23 une petite sous-categoric 
pleine de PT. On dit que T est propre a l’ensemble dominant 0 (voir [4]), 
si pour chaque x E V il existe T : I -+ @ et zf5 : r -+ X, (9, X) &ant un 
cone inductif de F, tel que T est un (U, {r, #, X))-coprefaisceau s&pare. 
La definition est equivalente avec la definition de [4]. 
Soit D/X la sous-categoric pleine de U/X dont les objets sont (D, f ), 
avec D E 0, et sx : D/X + Q le foncteur (D, f) A-+ D et OL + CC. Dans la 
definition ci-dessus, on peut considerer toujours r = sx et $J = (.f)cD,rreDix. 
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On dit que T est borne [l] ou propre [4] s’il est propre avec un ensemble 
dominant D petit. Soit [V, Ens] la categoric des prefaisceaux propres de 
92 [4], et h : 55 ---t [W’, Ens] le foncteur Yoneda-Grothendieck. k est une 
immersion de ‘%? dans une categoric sup-complete qui conserve les limites 
projectives et les cones mono-projectifs. 
Une bitheorie est un triple ($9, J’, J), oti J, J’ sont deux topologies sur %Z. 
V est nomme le support de la bitheorie consideree. Un foncteur covariant 
(contravariant) F : V + 53 est un (%, J’, J)- co aisceau f (faisceaux) avec des 
valeurs en 9 si il est un (%, J’)-coprefaisceau (prefaisceau) &pare et un 
(U, J)-cofaisceau (faisceau) avec des valeurs en 9. 
PROPOSITION 2.1. Soit (%‘, J’, J) me bithiorie et F : %? + Z% un j’bncteur 
cmariant (contravariant). Les a#im.ations suivantes sont 6quivalent: 
(a) F est ula (??, J’, J)-cofaisceau (faisceau) avec des valets duns 93’. 
(b) h, 0 F(hD 0 F) est un (59, J’, J)-jaisceau pour tout D E 9. 
La demonstration gCnCralise la demonstration de la Proposition 3.1 [4]. 
Soit gJ[qJ, , J@J] la sous-categoric pleine de [W, Ens] dont les objets sont 
les (97, J)-faisceaux [(%?, J’)-p -‘f . ie arsceaux &pares, (%, J’, J)-faisceaux] propres. 
Nous considerons JV(JV’) la classe de triples (T, Z/J, A) tel que (I,!J, A) est 
la limite inductive (le cone Cpi-inductif) de r dans ?T. 
Soit Jr , Jr’ deux topologies sur %7 ayant la propriete que Jr C Jg, 
h’ C Jv’- 
PROPOSITION 2.2. Soit 9 une sous-catt!gorie pleine de [‘V, Ens] tel que 
pour tout x E %Y, 12, E 9. Les a@mations suivantes sont kquivalentes: 
(a) Le foncteur h : %Z + 9 dome par x -.. 4, 9) A- h(y) est un 
(U, J1’, J1)-cofaisceau avec des valeurs en 9. 
(b) 3 c J,f?rl ’ 
De’monstration. Soit FE B. D’ apres la Proposition 2.1, il resulte que 
[h( ?), F] est un (U, Jr’, Jr)-f . aisceau si et seulement si tt est un ($7, Jr’, Jr)- 
cofaisceau avec des valeurs dans 9. Mais [h( ?), F] zF, d’apres le theoreme 
de Yoneda-Grothendieck: 
COROLLAIRE 2.3. ,4?,1 est la plus gyande sous-catigorie pleine 9 3 h(V) 
de [V, Ens], tel que h est un (%?, J1’, J1)- co aisceau azjec des valeurs en 9. f
COROLLAIRE 2.4 (Lambek). L’immersion $9 - gJV est la plus grande 
extension gauche adkquate qui conserve les suprema et les infima. 
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COROLLAIRE 2.5. L’immersion % --+ 5??+@ - Jef@JJgj est la plus grande 
extension gauche adiquate qua’ commute avec les c&es &pi-induct@ (les limites 
izdzlctives et les c&es t;pi-inductifs). 
Remarque 2.6. Chaque intersection des categories des faisceaux associes 
aux bitheories ayant le m&me support est encore une categoric des faisceaux 
d’une bitheorie. 
3. LES LIMITES INDUCTIVES DANS LES CAT~ORIES 
DES FAISCEAUX D'UNE THBORIE 
Soit T : F? --z Ens un prefaisceau et E(T) I a categoric de type preordonne 
dont ies objets sont ( p, P), avec P prefaisceau sur $2 et p : T --f P une 
Cpimorphisme fonctoriel. Un morphisme a: : ( p, P) + ( p’, P’) de E(T) est 
un morphisme 01 : P + P’ de 9?, tel que a 0 p = p’. S’il existe, QI est unique 
avec cette propriete. Pour chaque X E %7, ax est une surjection. 
LEIWJE 3.1. E(T) est une catigorie complhe. I1 existe les suprema et les 
infima pour toute classe d’objets de E(T). 
Dkmonstration. Soit ((pi, Pi)jiCJ une classe non vide de E(T). Pour X E 59 
et i E I, nous considerons la relation suivante d’equivalence R,” sur TX. 
s N y(Rd) 0 pxi(x) = P.&j 
Si a : Y +- X est un morphisme de F?, nous arons 
x - y(R,“) 3 T@(x) N T(ol)(y)(R+). 
Nous considerons R, = niE, Rd. Pour tout 01 : X + Y, nous avons aussi 
.2: - y(R,j * T(a)(x) = T(a)(y)(R,). Soit P(X) = T(X)jR, et px : TX-t PX 
. . 
l’apphcatron canonique. D’apres la propriM ci-dessus, il resulte que pour 
tout a : Y + X en 9?, il existe une seule application G : P(X) + P(Y), tel que 
G o p-i = pr 0 T(a). Soit P le prefaisceau X x-b P(X), a A- G et p : T -+ P 
l’epimorphisme fonctoriel donne par { p,},,, . ( p, Pj est un objet de E(T) 
et il est l’infimum de la classe don&e. Soit . le prefaisceau constant qui 
associe a chaque objet I’ensemble point. I1 existe un seul morphisme 
m-: Tl= .; (w, .) est un objet de E(T) et il est l’infimum de la classe 
vide de E(T). Enfin, observons que 
s2$Pi, Pi) = inf(p, P) 
(p, P) >, (pi, Pi) pour chaque i E 1. 
Soit (92, J) une theorie. 
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LEMME 3.2. Si F est un prefaisceau de V, les afirmations suivantes sont 
equivalentes: 
(a) F est un (U, J)-prefaisceau separe’. 
(b) Pour chaque (F, #, A) E J, F : K -+ V et pour chaque x, y E FA, 
tel que F(&)(x) = F(&)(y) pour k E K, nous avons x = y. 
LEMME 3.3. Si F est un prefaisceau de V, les afirmations suivantes sont 
equivalentes: 
(a) F est un (V, J)-faisceau. 
(b) Pour tout (I’, #, A) E J, I : K + V?, et pour toute famille (x~}~~~, 
xy E F(P(k)), k E K, jouissant de la propriete que pour tout morphisme u : k -+ k’ 
de K nous avons F(F(u))(x,,) = xlc, il existe un seul x EF(A), tel que 
F(&)(x) = x,pour tout k E K. 
Soit (%‘, J’, J) une bitheorie. 
LEMME 3.4. Soit (p, P) l’injimum d’une classe {(pi, Pi)}i,, d’objets de 
E(T). Si Pi est un (V, J’, J)-faisceau pour tout i E I, alors P est un (%, J’, J)- 
f aisceau. 
Dt%nonstration. D’apres les lemmes ci-dessus, pour (I’, #, A) E J’, 
r : K + % et x, y E T(A), tel que T(&)(x) + T(&)( y)(R&) pour tout 
k E K, nous avons x N y(RAi) [Pi est un (W, J’)-prefaisceau sCparC pour i E I]. 
Done, pour (r, 9, A) E J’ et x, y E T(A) avec la propriete que T(&)(x) - 
%4J(~)(%d pour tout k E K nous avons W&4 - T(MY)(%J 
pour tout k E K, i E I. On deduit que x - y(RAi) pour tout i EI et ainsi 
* -Y&4). 
Done P est un (VT, J’)-prefaisceau &par& Dans une man&e similaire, 
on peut demontrer que P est un (V, J)-faisceau. 
LEMME 3.5. Si T est un prefaisceau propre, alors pour tout ( p, P) E E(T) 
le prefaisceau P est propre. 
Soit (‘2?, J) une theorie et F : V + W un foncteur covariant. Si J’ = 
{(For, ,F(+,),W,))h-,, [J = V,, A3 4hI nous &sons we la top- 
logie J’ est donnee par J et F. Soit maintenant ($9, J’) une theorie, (%‘, J,) 
une petite theorie et u : C - %T un foncteur covariant. Soit J la topologie 
de V donnee par J, et u. 
TH6ORhE 3.6. Le foncteur JfIJ : J@J - [f?‘, Ens] a un adjoint a gauche. 
Demonstration. Nous utilisons la Proposition 1.1. La demonstration se 
fait dans quatre Ctapes: 
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(3.6.1) Choix d’un ordinal inaccessible 6. 
(3.6.2) La construction d’objets quotients relatifs a ,,E, d’un pre- 
faisceau propre T : V + Ens don&. La construction se fait par induction 
transfinie jusqu’8 l’ordinal 6. 
(3.6.3) La construction par induction transfinie jusqu’a l’ordinal B 
de F associe a T par l’adjonction. 
(3.6.4) La verification que 5 est un (V, J’, J)-faisceau et qu’il satisfait 
a la propriete d’adjonction. 
Soit ,,EJ(T) la sous-cadgorie pleine de E(T) dont les objets sont les 
sous-objets des (V, J’, J)-faisceaux dans [V, Ens] (un monomorphisme de 
[V, Ens] a ses componentes des injections). 
Cm (3.6.1). Nous avons / = {(I’, , #r , .A,)},,R , avec I,. la source de T’r . 
Soit 9 la relation d’equivalence suivante sur R: 
R n’est pas necessairement un ensemble, mais W a un ensemble des classes, 
C &ant petite. Soit i? un ensemble des representants des classes de W (un 
seul representant pour chaque classe). Soit 
et 
/? = rnF{cardI,.). 
Nous considtrons un ordinal inaccessible 8, tel que card ti > 8. 
Gas (3.6.2). Soit T un prefaisceau propre de 9?, F un (U, J’, J)-faisceau 
et f : T - F un morphisme fonctoriel. Nous construirons une decomposition 
triangulaire de f relative a J,IJ. 
Pour cela nous definirons par induction transfinie la famille (Fz},G,,, de 
(%, J’ lJ .7)-P re aisceaux ‘f &pares propres (F2 : V - Ens). Considerons la 
decomposition triangulaire suivante [lo] en [%?“, Ens]: 
T f F F”(.v) = fcc( T(x)), 
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t, est une injection pour tout s E V. Si 1 n’est pas un ordinal limite, nous 
notons FTz(AI.) = l&F’-l 0 r, pour r E i?. 
et 
FE(X) = Fys) u [(J (J F(fJ)(F,yA,))] . 
rcR flE[~,AI] 
Soit Fz le prefaisceau x -F”(x), p - Fz(q), F’(v) &ant la restriction de 
F(p) a Fz( y) oh 9) : x + y est un morphisme dans 92. Si I n’est pas un ordinal 
limite (I < I < e), nous dCfinironsFl comme le prefaisceau x - (JI,<l Fz’(x), 
9) h.+ Fz(v), F’(v) Ctant la restriction de morphisme F(p) 2 F”(y), oh T : x + y 
est un morphisme de %‘. 
Soit D un ensemble dominant du foncteur propre T et 0’ la sous-categoric 
pleine de Y?, dont les objets sont Ob 0 (J MU 1 x E C}. {Fz}OG1G8 sont 
propres ayant J?’ comme ensemble dominant. Nous notons P = Fe. Alors 
nous avons la decomposition: 
T f F 
avec s monomorphisme. 
Nous montrerons maintenant que F est un (8, J)-faisceau. Soit T E R et 
{“&I, > xi E Wr( >) i une famille avec la propriete que pour chaque morphisme 
iy : i --f i’ de 1, , nous avons F(r,.(ol))(x,*) = xi . 
I1 existe une famille {WiE1, d’ordinaux, tels que Ii < 0 pour i E I,. et 
xi ~Flr(I’,(i)). Comme P est inaccessible et card(&) < card(o), il r&&e qu’il 
existe ordinal I < 6’ avec Zi < I pour i E&. . Alors, il existe x E Fz(d,), tel 
que FE(rbri)(x) = xi pour tout i E 1, . Done, on peut trouver un zc E&$.), 
tel que F(#,,.i)(r) = si pour tout i E I, . L’unicite de x est triviale, F Ctant 
un sous-objet d’un (%?, J)-faisceau (F). D’apres le Lemme 3.3 F est un 
(V, I)-faisceau. F est un (%T, J)-faisceau, comme il resulte du 
LEMME 3.7. Tout sous (P?, J)-faisceau d’m. (P?, J)-faisceau est un (S??, J)- 
f aisceazl. 
Dthonstration. Soit un monomorphisme t : G + G, G(G) &ant un 
(9?, J)-faisceau ((%?, J-f arsceau). Soit r E R. 11 existe alors une FE i? tel que 
r N $99). Soit une famille ~~~~~~~~ , :vi E G((r,.(i)) avec la propriete que: 
pour tout morphisme 01 : i + i’ de Ir nous avons G(Crr(a)(~vi,) = xi . La 
famille (tr,.(i)(~i))ier, jouit de la propriete suivante: pour tout a! : i + i’ de I, 
nous avons G(r,(ol))(t,~~,,,(xi,)) = t,l(i)(xi). Done, il existe un seul y E G&l, 
tel que G(#,.%Y) = ~I-J&z) P our i ~1, _ Soit yi = G(#i)(y), Z‘EI,. 
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Comme T N $I?), il existe i E I,. , tel que G(#,i) = G(#,‘). Nous avons 
yi = G(#,i)( y) = G(#,i)( y) = t,,(i)(~i) oh ZE Ii, 2’ E I,. Notons xi = xi : 
r E IF. De par sa construction, la famille { yi}ieI- a la prop&C que: pour 
tout a! : ?-> t’ de Ii nous avons G(r,(a))( yi,) 2 yi t &ant un monomor- 
phisme, (z~)~~~, a une propriete similaire. Done il existe z E G(A,), tel que 
G(,~~)(x) = zi , z E IF. Evidemment, t, -(.z) = y. Comme G($,i)(y) = t, ,ci)(xi), 
i E I, nous avons (7(&^“)(z) = xi poui i E I, . G &ant un sous-objet ‘de G, 
z est unique. D’apres le Lemme 3.3, G est un ($7, I)-faisceau, d’oti la 
demonstration du lemme ci-dessus. Nous observons que 5’ est un ($9, J’, J)- 
faisceau et T--f F -+ F est la decomposition triangulaire de f relative a 
J,~J 7 PI. 
Cus (3.6.3). Nous construirons par induction transfinie la famille 
VikZ48 des (V?, J’ u J)-prefaisceaus separes propres. Soit ( p”, T”) = 
i%LPkJe-JiT) (Pt P) en E(T). Si E n’est pas un ordinal limite 1 < 1 < 8, 
alors nous notons T,.L(d,) = lim Tz-1 . I’,st-r( Tz-l(A,.)), oh s,!-’ est l’injection - 
canonique T1-r(A,) ---f &J T7-’ . r,.( T’-l &ant un (97, I)-prefaisceau &pare). 
NOUS considerons le prefaisceau Tfz : g + Ens, 
T’Q) = Tz-l(x) H [u u (T,.‘(9,.))ir/ 
I.& f,E[ccA,] 
oti (T,.“(A,.)),,. = T,.‘(A,) pour tout r E R et f,. E [X, A,.]. Soit m,,, , w$~~ les 
morphismes d’inclusion de la reunion disjointe ci-dessus, r E w, ff E [x, ArlI 
1 < I < 0, x F V?. Soit 01 : y ---f x un morphisme de V. Soit 
T”(a) : T’l(x) --f T”(y) 
le morphisme “somme directe” donne par 
( . nz, y0 T”-lb), {$JrEii). frqx,Ayr 
Evidemment T’I est un prefaisceau et HZ~, = (ml,ro)nEV est un monomorphisme 
fonctoriel Trpl ---f T’I. T” est un prefaisceau propre avec 0’ comme ensemble 
dominant. 
Soit maintenant 
et az,z--l le morphisme 
Soit 2 un ordinal limite. Nous considerons le svsteme inductif filtre 
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{(Tz’, uz~,z~)}o~z~~z~<l oh a,,, = lrz, a,’ zfl = az~,z~-I 0 ... 0 a,~+,,,- . Si I’ = 
2” + n, , n, E N, et si I’ # 2” + n pour tout n E N, az’,z- est donne par une 
composition des morphismes definis ci-dessus et des morphismes a,” z ’ 1 
(II est l’ordinal limite) construits comme il suit: 
Soit T’Z la limite inductive dans [V’, Ens] du systeme inductif ci-dessus. 
Soit 
(P”, TV = (p,P)&T”) (PP 0 dans E(T’I) 
et az,z’ le morphisme 
TZ’ - T’Z k, T’. 
Nous posons TB = F et a,,, .p” sera le morphisme d’adjonction T + 5. 
Gas (3.6.4). Nous observons que dans (3.6.3) pour tout 0 < 1 < 8 pour 
tout morphisme fonctoriel f : T---z F, FE ,*gJ, il existe un seulf, : Tz -+ F, 
tel que nous avons le diagramme commutatif: 
etf,(TI(X)) = Fz(X) p our tout X E g. Cela resulte de l’induction transfinie. 
Done les objets de ,,E,[T”] sont ( p, P), avec P = F1, FE ,I@~ et 0 < 1 < 8. 
D’apres le Lemme 3.4 il resulte que 9 est un (%‘, J’, J)-faisceau et la proposi- 
tion est demontree. 
COROLLAIRE 3.8. 8 ’ . J# J a des Zzmztes inductives. 
Soit 9 une sous-categoric pleine de %? et v : 9 ---f % le foncteur canonique. 
Une topologie II est induite sur 9 d’une topologie J sur %’ si 
Soit 0 une sous-categoric petite de V? et JD la topologie don&e sur g 
de la topologie induite sur D par JV et v (pour Jw v&r Chapitre 2). 
COROLLAIRE 3.9. Chaque catkgorie % a une immersion duns une catigorie 
sup-complhe. Cette immersion est gauche adbquate et eZZe commute avec toutes 
Zes limites projectives mais seulement avec les Iimites inductives qui se &a&sent 
dans une sous-catkgoorie petite de %?. 
Dkmonstration. L’immersion V -+ gJD satisfait a ces conditions. 
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COROLLAIRE 3.10. La plus grande extension gauche adequate d’une petite 
categoric conservant les suprema et les infima est complete. 
Remarque. Ce corollaire est une solution pour une conjecture de Lambek 
141. 
COROLLAIRE 3.11. La plus grande extension gauche adequate dune categoric 
qui conserve les limites projectives, les c&es mono-projectifs, les c&es kpi- 
induct& mais seulement les limites inductives qui se r&a&ent dans une petite 
sous-categoric de V, est sup-complkte. 
Demonstration. L’immersion %I? + J~V@J v&tie B ces conditions. Soit 
J’hJ = ,,L, o 12 : 59 + Jt@, et J’, J verifie Ie’Theoreme 3.6. 
PROPOSITION 3.12. J’hJ est un (59, J’, J)-cqfaisceau avec des valeurs dam 
J@J ~ 
Demonstration. D’apres la Proposition 2.1, il suffit de verifier que pour 
tout FE &?, , Ie prefaisceau EJ’hJ( ?), F] est un (%?, /‘, J)-faisceau. Mais 
[s’hs( I), F] N [(J,L, 0 h)( ?), F] N [h( ?), ,,I#?)] N F. La demonstration est 
finie. 
Soient C et C, des petites categories. Un foncteur f : C + C, est un 
morphisme entre les bitheories (C, J’, J), (C, , Jr’, jr) si Jr’ et Jr sont plus 
fines que les topologies de C, don&es par J’ et f, respectivement par J et J. 
LEMME 3.13. L’association FI + FI of defkit un foncteur 
f* : &J, -+ fCJ . 
THPOR~ME 3.14. Le foncteur fk a un aa!joint h gauche. 
Demonstration. Le foncteur 
JG -CA---+ c,- 2-1, J1 r CIJ, 
e.st l’adjoint a gauche def, , L, etant I’adjoint a gauche du foncteur inclusion 
i;, -+ C,^. 
COROLLAIRE 3.15. Les foncteurs (S, : ,,cJ --z En~)r,~ donnes par F *+ Fli, 
0: - 01~ ont des adjoints a gauche. 
De.monstration. Soit la bitheorie ({*I, +,4) oti (*f est la categoric point. 
&videmmentf, : (*} + C don& par * - X E C, 1 c .-+ Ix est un morphisme 
des systemes. On peut verifier que {y} N Ens est (fsy)* N S, et par le 
ThCorbme 3.14 le corollaire est ainsi demontre. 
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4. TOPOLOGIES DE TYPE GROTHENDIECK 
Dans ce paragraphe se fait la liaison des concepts du Chapitre 2 avec 
les faisceaux sur les topologies de Grothendieck [I I]. Soit une petite categoric 
C. Nous avons definie une topologie sur C si pour tout X E C il est don& 
une classe K(X) d’objets de C/h,. Le couple (C, T) est appele un site et 
le triple (C, r’, r) bisite, oti T’ est encore une topologie sur C. Un prefaisceau 
F sur C est un (C, r)-faisceau [(C, r)-prefaisceau &pare] si pour tout X E C 
et pour tout couple (I?, f) E K(X), l’applicat& &[A, , F] -+ [I?, F] induite 
par f est une bijection [injection]. Soit (C, 7) (C, T) la categoric des (C, r)- 
faisceaux (C, r)-prtfaisceaux &pares). Si 7, 7’ sont deux topologies sur C, 
nous notons (Cf: , T) = (C, 7’) n (C>). 
PROPOSITION 4.1. Pour chaque thboyie (C, J) il existe un site (C, T) tel que 
z’,[CJ1 est bquivalente avec (C,^;‘) [(C, T)]. 
Dtkonstyation. Soit K(X) = {(R,f)l(y, R) = I&I h 0 ret f unique avec 
la propriete f 0 p =#; (r, #, X)E J}. SoitrJ la topologie don&e par {K(X)},,,. 
Un prefaisceau est un (C, rJ)-faisceau (prtfaisceau separe) si et seulement 
s’il est un (C, J)-faisceau (prefaisceau separe). 
Remayque. La reciproque est aussi vraie, tout prefaisceau Ctant une 
limite inductive des foncteurs representables. 
Soit (C, T’, T) un bisite. Nous observons que les conditions du Theo&me 3.6 
sont verifiees et nous avons: 
COROLLAIRE 4.2. Le foncteuy inclusion (C,r, T) + CA a un aa’joint 
d gauche TfL,(C” est la catkgorie [CO, Ens]). 
COROLLAIRE 4.3. Pour chaque X E C, (R’, f ‘) E K,(X) et (R, f) E k=(X) 
nous avons dans (C,T, T) l’isomoyphisme .,L,( f) et 1’~pimoyphisme .,I,,( f ‘). 
Nous notons: 
K(X) = ((R, f) 1 avec T,LT(f) isomorphisme dans (C,y, T)) 
R’(X) = {(R,f) 1 avec T,LT(f) epimorphisme dans (CT;‘, T)}. 
Soient Q, 7’ les topologies sur C don&es par {E(X)},,, et {R’(X)},, . i’(Y) 
est appelee une completation de T(T’). 5 est dite une topologie complete. 
PROPOSITION 4.4. Si T est une topologie compl&e (T = {K(X)}x,c),aZo~spour 
tout X E C, (R, f) E K(X) et pow toute dtkomposition R -‘% P -& hx de f, 
avec p un 6pimoyphisme Sfonctoyiel, nous noons ( p, t) E K(X). 
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r est une topologie de type Grothendieck si elle verifie les axiomes suivants: 
(i) SiXE Cet(R,f)EK(X), 1 f t a ors es un monomorphisme fonctoriel. 
(ii) Si X E C, (R, ;) E K(X) et 01 : Y + X est un morphisme de C, alors 
(R : 01,i) E K(F), oti R : 01 et i sont don& par le car& cartesien: 
Pour les faisceaux sur les topologies de type Grothendieck on peut donner 
une construction d’adjoint a gauche du foncteur inclusion CT + CA similaire 
g celle de [1 I] dans le cas des topologies de Grothendieck. Nous notons par 
K(X) la sous-categoric pleine de C’llz, dont les objets sont ((hx, lhx)} U K(X) 
et considerons le foncteur S, : K(X) ---f CA defini par (R, i) -- R, u -- u. 
Soit T un prefaisceau et 6’ l’ordinal associe a J7 comme dans la Proposition 3.6, 
oti 1; est la topologie associee a T (voir Remarque, de la Proposition 4.1). 
Maintenant nous definirons par induction transfinie les prefaisceaux 
VJKE<B. 
Soit To = T. Si 1 n’est pas un ordinal limite, nous posons T,(X) = 
lim_[ ?, T,,] o sx pour X G C. Soit (I/J~~,~)}(~,()~~Q) les morphismes canoniques 
de la limite inductive z,&, : [R, T] + T&X). 
Nous considerons 01 : Y + X un morphisme de C. Les morphismes 
a : (A : a) ---f R du car& cartesien ci-dessus, induisent des morphismes 
[G, T,-,] tel que T,(Y) est un cone inductif sur [ ?, Tr,] 0 sx . Done, il esiste 
un seul & : Tr(X) + T,(Y) qui rend tous les diagrammes commutatifs. Soit 
T1 le prefaisceau X R+ T,(X), 01 + 6. Les morphismes (#(h,,rn,)),r~c nous 
donnent un morphisme fonctoriel T,-, + T, , not6 par ~~,~-r . 
Si 2 est un ordinal limite, nous considerons le systeme inductif filtre 
{(Tz, , uz~,l~)}o~z~~~l~~l , oti u~,~ = lr, , 7.42’,h~ = z41,,i’--l 0.a~ Ui~+l,z” , si 1’ = 
1” + n1 , n, E AT et si 1’ > 1” + n pour tout n E N, alors uzr,r* est lc morphisme 
TIez --f T,- + T,, , oti 1' = I” + n, , IQ EN et z.Q*‘.~” est le morphisme 
canonique de la limite inductive filtree (1”’ Ctant l’ordinal limite). 
Nous posons T, -= lim,,,, T,, . 
TH~OR~ME 4.5. T, et le (C, T)-faisceau associe’ au jh‘aisceau T. 
De’monstratio~z. Soit X E C, (R, i) E K(X) et leur triple associe (I’, $I, X) E j, . 
On observe que [R, T] = lim T 0 r. - 
Une maniere analogue a celle de (3.6.2) Proposition 3.6, on peut montrer 
que T, est un (C, r)-faisceau. On peut verifier (par induction transtinie) 
que le morphisme zlg,O : T - To satisfait Q la propriete d’adjonction. 
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PROPOSITION 4.6. Soit r une topologie de type Grothendieck. Si K(X) 
sont encore Jilt&s pour tout X E C, alors l’adjoint du fonctew (C>) --+ C” 
commute avec les limites ProjectivesJinies. 
COROLLAIRE 4.7. La comple’tion d’une topologie de la Proposition 4.6 est 
une topologie de Grothendieck. 
Pour la demonstration, voir la Proposition 4.6 et la Proposition (III, 4.23) 
de [9]. 
Remarque 4.8. Pour les topologies de Grothendieck, il suffit de considerer 
e = 2. 
5. QUELQUES CATEGORIES DES FAISCEAUX PARTICULI~RES 
Une topologie 9 sur une categoric C est une famille {(tx, Tx))xoc avec 
(tx , TX) E h,/C”. Un prefaisceau F se dit ,F-faisceau si pour X E C, le mor- 
phisme (tx)* : [T,, F] --f [lzx, Fl induit par t, est un bijection. Nous noterons 
par c7 la sous-categoric pleine de C”, dont les objets sont les F-faisceaux. 
Soit C/T, la categoric dont les objets sont des paires (Y, y) avec YE C 
et y E T,(Y). Le morphisme f : I’+ Y’ est un morphisme de C/T,, 
f : (Y, y) -+ (Y’, y’) si Tx( f )( y’) = y. Soit sTx : C/T, -+ C le foncteur 
(KY> + Y et f ~uf f. Nous savons (par exemple de [4]) qu’il existe 
qx : h 0 sTx --t T, et (qx, T,) N lir~ k c srx. Nous considerons pour chaque 
X E C l’element x E TX(X) associe a tx par le theoreme Yoneda-Grothendieck. 
PROPOSITION 5.1. F est un r-faisceau si et seulement si pour X E C il 
existe le morphisme $JX : FX -+ F 0 sT 
JIG,,,, = 1, * 
x tel que (FX, z+V) = &&F o sT et 
X 
Dkmonstration. Si F est un F-faisceau, alors notons par z,!~r(Y, y) le 
morphisme rtsulte par la composition 
FX rr [h, , F) 2% [T, Fl hk [h o STx( Y, y), F] - (F 0 S,,)(Y,y) 
oh le premier et le dernier isomorphisme sont don& par le theortme 
Yoneda-Grothendieck. Evidemment, par la construction (FX, I,V) est la 
limite projective du foncteur F 0 sTx oti 9” = {~~~,,y~}~y,V~EcITx. De plus, 
observant que #;‘x,,;c, = 1, ; la necessite est demontree. 
Maintenant nous supposons la condition remplie. Notons par p la composi- 
tion des isomorphismes suivants: 
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Pour finir la demonstration il est suffisant de montrer que p, = (tx)* . 
En conclusion tout se reduit B montrer que pour tout s E [hx, F] le morphisme 
q(s) : T + F verifie l’egalite q(s) 0 t, = s. Soit s E [A,, F] et x = sr(s,) EFX 
son element associe par le theoreme Yoneda-Grothendieck. 
Nous considerons les elements {#[~,s,}(r,v~EC,T, et 8” = @‘~:~,V~)(y,u).cIr~ 
leurs morphismes correspondents par le theoreme Yoneda-Grothendieck. 
On verifie facilement que (F, 8”) est un cone inductif du foncteur h 0 sTx et 
que y(s) : T---f F est l’unique morphisme tel que v(s) 0 qiyy,Vj) = /36$.y, pour 
tout (I’, y) E C/TX . Particulierement ce signifie v(s) 0 t, = s. 
TJ&ORI&E 5.2. Toute catigorie de Y-faisceaux est me categoric de 
faisceaux (Chap&e 2). 
Dimonstration. Soit C’ une petite categoric don& par Ob C’ = Ob C 
et tous les morphismes de C sont des morphismes de C’ Cgalement. De plus 
on ajoute les morphismes 
oh ~iyr,~, : Y---f X et ce qui en resultent par leur composition effect&e 
conformement 2 la construction des categories des fractions aussi, mais en 
posant la condition que pour tout Xc C le foncteur sT aura en c’ le cone 
inductif (y”, X). yx est la famille {y~7,v~)~y,~~Ecizx oh r:$,,, = lx. 
Soit i : C + c’ I’immersion canonique, i, : C’* - C* le foncteur restric- 
tion deduit par i, et J la topologie donnee J = ((i 0 sTx , yx, X)JXEC . Nous 
observons que i, est une immersion pleinement fiddle de la cadgorie cJ’ 
(la cadgorie des faisceaux associee a la (C, J)) dans C”,y donnant l’equiva- 
lence 6; v C, (voir la Proposition 5.1). 
Remarque 5.3. (i) 2;, est complete. 
(ii) Le foncteur d’i?clusion I : &- + CA a un adjoint a gauche L 
(L etant le foncteur CA & c”’ + cJ;’ N CT 02 i* est l’adjoint a gauche 
de i.J. 
(iii) Le foncteur L 0 h : C + cr est un (C, J)-cofaisceau c’est-&dire 
que L(t,) est un isomorphisme pour tout X E C dans CF. 
(iv) Pour X E C nous considerons la famille, Ptx) = ((ti, TJ)$+ des 
objets de h,/C”. Un prefaisceau F est un P-faiseeau si pour tout X E C 
et i E I, l’application (ti)* : [Ti , Fj ---f [h, , FJ es un bijection. Ces categories t 
de P-faisceaux sont des categories de F-faisceaux. 
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Soit X6 C et (tx , T,) la somme directe en k,r/C^ de la famille d’objets de 
Y(X). Nous noterons par 3’ la topologie de C donnee par {(tx , T,Y)}xEcY. 
Un prkfaisceau est un F-faisceau si et seulement si il est un P-faisceau. 
Done les categories des P-faisceaux ne generalisent pas les categories des 
Y-faisceaux. 
(v) D’apres (iv) on peut deduire que l’intersection d’une famille des 
categories des F-faisceaux est encore une categoric des F-faisceaux. 
Nous examinerons maintenant un type de categoric des F-faisceaux. Si 
(t, T) E h/[C, C”], un foncteur contravariant F : C -+ Ens est nomme un 
(t, T)-faisceau si le morphisme fonctoriel t, : [T( ?), F] -+ [/z( ?), F] induit 
par t est un isomorphisme. Soit (t, -T) la cattgorie des (t, T)-faisceaux et 
L, l’adjoint a gauche du foncteur d’inclusion I, : (t? “T) - Cn. On dit que 
(t, T) E Iz/[C, CA] est cent& si pour tout X E C, TX est un (t, T)-faisceau. 
PROPOSITION 5.4. Pour (t, T) centrt!, nous naons l’isomo~phisme 
COROLLAIRE 5.5. Si (t, T) est ce&e’ alou le foncteur 
h,=L,oh:C+(t,-T) 
est iwnorphe avec le foncteur X -+ TX, f -+ T(-f ). 
Soit 9c la classe des sous-categories pleines 9 de C”, tel que le foncteur 
inclusion I9 a un adjoint Q gauche L, . Soit #s : Id CA - IS 0 L, le mor- 
phisme d’adjonction. Considerons la relation d’equivalence 92 sur 9c , 
don&e par 29 N 9’ (mod 9’) e [il existe I’isomorphisme 0 : I, 0 L, 0 h -s- 
I,, 0 L,, 0 h tel que 0 0 ($& = (#J~,)~]. 
Pour 52 E 9c , les morphismes ((#8)r,>xec nous en donnent un morphisme 
fonctoriel $ : h + I9 o L, o h. 
PROPOSITION 5.6. ($,I% 0 L, D 12) est zcn objet centre’. 
Dkmonstration. Nous observons que le morphisme 
6,” : [(Is? 0 L, 0 h)( ?), (Is 0 L, 0 h)(X)] - [h( ?), (I9 0 L,)(h,)] 
induit par $ est un isomorphisme pour tout X E C. 
COROLLAIRE 5.7. Les classes d’~quivalence (mod9) de Yc sont en corre- 
spondance bijective avec les objets cent&s. 
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COROLLAIRE 5.8. A tout (t, T) E h/[C, C”] on peut assock un seul objet 
centre’ [(t, T) .x+ (t, * T) s+ (~6, IT 0 L, 0 h)]. Le couple (lh , h) est un objet cent&. 
La classe principale de 9, est par d@zition la classe de (lh , h)(mod W). C^ est 
un e’lkment de la classe principale de Yc . 
PROPOSITION 5.9. Soit 6 une classe d:6quivalence (mod W) de Y, et (t, T) 
son objet cent&. (t, “T) es maximum de D avec l’ordre don& par l’inclusion. t 
D6monstration. Pour Q’ E $ nous montrerons que 0’ C (t, “T). Soit 
F E 0’. Alors ii existe l’isomorphisme 0 : ID, o L,, o h ---f T tel que 0 0 (I/J)~ = t. 
Nous avons le diagramme commutatif: 
[(ID, 0 L,, 0 h)( ?), F] +: [h( ?), F] 
,p* 
/ t* 
ou 6* et (y&J.+ sont des isomorphismes (4 est un morphisme d’adjonction). 
Done t, est un isomorphisme fonctoriel et F est un (t, T)-faisceau. Nous 
avons D’ C (t, 1 T). 
Soit &B E Ye et a la petite sous-categoric pleine de 22, dont les objets sont 
WdhJLc . Soit h : C + a le foncteur X -L&h,), ye a=, L&h(q)). D’apres 
le theoreme de prolongement [9] pour le foncteur d’inclusion U : a -+ g 
now avons 
C-La + a” 
ou S est le foncteur D -+ [r-7( ?), Dl, 9~ --+ P( ?I, ~1. 
PROPOSITION 5.10. Sous les hypothtses ci-dessus, S est pleinement Jidkle. 
Dtktonstvation. U est sup-dense, done S est fiddle (voir [4]). 
Soit CL : S(F) ---f S(G) un morphisme de a^(F, GE 53). Nous avons le 
diagramme commutatif: 
WP&,j) = L&%), Fl + F&W 
1 
‘yLc$hx) 
I ax 
S(G)(L,(W = LW4, Gl + GGV 
oti 6 est l’isomorphisme canonique. 
481/18/3-z 
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Les morphismes oIX = BG 0 olLa(hi) 0 S, nous en donnent un morphisme 
fonctoriel & : F + G tel que S(c) = 01. 
Remarque 5.11. Les elements de Yc sont caracterises par les elements 
de la classe principale de Yc : toute classe d’equivalence de Yc est incluse 
dans la classe principale dune Yc, , oh C’ est une categoric petite. 
6. LES COFAISCEAUX D’UNE PETITE BITHiORIE 
Soit (C, J’, J) une petite bitheorie. 
TH~ORBME 6.1. Soit F : C -+ V un (C, J’, J) cofaisceau avec des valeurs 
dans une cat&orie sup-cornpEte V. Aloes il existe un seul F : JrcJ -+ $2 avec 
les proprit%ss: 
(a) F o J’h’ = F; 
(b) F commute avec les suprema (F a un adjoint ri droite S = [F, I]). 
(F est unique pr& un isomorphisme). 
Dkmonstration. On peut appliquer le theoreme de prolongement [9]. 
11 existe FI : C* --t ‘37 tel que 
(a) FI o h =F; 
(b) S, = [F, ?] est un adjoint ?I droite pour FI . 
D’aprts la Proposition 2.1, S,(X) est un (C, J’, J)-faisceau pour tout 
X E C et done, il existe S : % + JtJ tel que J’IJ 0 s = S, . 
Nous observons que F = F r 0 ‘~1’ est un adjoint a gauche de S: 
[F( ?), ?] N [(FI 0 J$J)( ?), I] = [J’jJ( ?), s,( ?)] = [ ?, s( ?)I* 
Nous montrerons que F 0 ,,L, = FI . En effet, les adjoints a droite de 
F o ,*L, et FI sont isomorphes. 
[(F 0 J’LJ)( ?), ?] = [(Fl o J’-?J ’ J’LJ)( ?), ?] cI [(J’IJ ’ fLJ)( ?, ‘I( ?)] 
N [J,LJ( ?), S( ?)] N [ ?, Sl( ?)I. 
Ikidemment que F = FI 0 h = PO ,,LJ 0 h = Fo “h’. Soit J’C’ la sous- 
categoric pleine de ‘,CJ dont les objets sont {J’hJ(X)},,, et J’N : C - J’CJ 
le foncteur d&G con-me J’hJ. Soit JI , JI’ les topologies sur C donnees par 
J et J’N, respectivement J’ et “hJ. 
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COROLLAIRE 6.2. Soit F : C -+ V un (C, J’? J)-cofaisceau avec des valets 
dans %. I1 existe un (“‘CJ, J1’, ]l)-cofaisceau P : J’CJ --f V? azIec des aaleurs 
duns 59, tel que P 0 J’liJ = F. 
Dkmonstration. Soit D la sous-catbgorie pleine de ?? dont les objets sont 
FlXBx~c~ Nous considerons l’immersion u : $7 -+ 
u 0 F est encore un (C, J’, J)- f 
Jv’cJQ du Corollaire 3.11. 
co aisceau avec des valeurs dans ,C 
est sup-complete. Done il existe un seul Fl : ,,cJ -+ J,~cJ,“, 
Jo I vi 
t&l que 
Fl~Jrt?J=u~F. 
Fl commute avec les suprema. Nous notons PI la restriction de Fl B J’CJ. 
FI est un (J’CJ, h’, I,)-cofaisceau avec des valeurs dans 
F,iJ’&J = uoF. 
JqZJ, tel que 
Soit F : j’CJ +- V le seul foncteur tel que u OF = Fx (24 est pleinement 
fiddle). Ce foncteur satisfait les conditions ci-dessus. 
PROPOSITION 6.3. Soit H : C -+ Ens un (C, j’, J)-faisceau. II existe un 
seul (“‘P, IX’, Jl)-faisceau, tel que n 0 J’hJ = H. 
Dimonstration. Soit U : J’CJ + JrCJ le foncteur inclusion. Nous noterons 
w = [ U( I), H]. Nous avons l’isomorphisme f7 o J’&’ = [ U( ?), H] o J’hJ = 
[J’N( ?), H] N H. Pour l’unicite, nous observons que (“‘fiJ)+ est pleinement 
fiddle (dans ce cas nous avons l’isomorphisme F ‘u G derive par l’isomor- 
phisme F 0 J’hJ = G 0 J’hJ) (J’hJ), : J1,(J’(?J)J1 -+ CA. Si P = J’/?(Er) nous 
montrerons que l’application v : [I&, F] --f [h, o J’N, F 0 J’k’;“l donnee par 
f - (J’hJ)*(f) est une bijection, F Ctant un (J’CJ, Jr’, J,)-faisceau. Soit 
~‘?:[/z~,F]-t[~,Fo~‘h~] d on& par la composition d’isomorpbismes: 
[l&F] NF(~)=F(J’~J(Y))N[~~,FO~‘N]~EJ’~J(Y),FO~’~~]=[Y,FOJ’~~]. 
Soit Z,!I : iz, + F le morphisme d’adjonction et f : h, + F un morphisme 
fonctoriel de (“CJ), tel que fp(1 p) = y E F(y). 6(f) : y ---f F 0 J’hJ est le 
seul morphisme 6 : y -+ F 0 J’hJ tel, queiJ(~Y(lY)) = y. Mais nous avons 
l’isomorphisme fonctoriel V : h y 0 J’fiJ --+ P don& par la composition 
d’isomorphismes: 
h, 0 J’hJ = [J’hJ( ?), H] = [(J&J 0 h)( ?), T] N [h( ?), F] N f;. 
Evidemment V,( 1 F) = #y(l r) E y. 
Pour montrer que CJJ est une bijection, il s&it d’observer que F est iso- 
morphe avec le morphisme 
Lb, Fl L [y, F 0 J’hJ] ‘* ---+ [hF n J’hJ, F D “‘LJ]. 
Mais, m-me (WI 0 J%(l d = K~)Y(+Y(~Y)) = Y et ((J’~JJ)dfN~(l~) = Y
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il resulte que p = V, 0 ~9. Maintenant nous montrerons que I’application 
CD : [F, G] ---f [F o J’h”, G o J’hJ] 
definie par f -+ (“‘k&J f) est une bijection, F et G &ant (“‘CJ, J1’, J1)- 
faisceaux. Comme F est une limite inductive des foncteurs representables 
en (-“CJ), nous avons le diagramme commutatif: 
b$bf , Gl = [F, Gl -% [(l& h$ 0 J’hJ, G 0 “‘hJ] 
1 1 
[Jq-i,Gl ‘Pi -+ [hFi o J’hJ, G o J’hJ] 
compte tenu que (J’hJ), conserve des limites inductives de ,~T(~‘C~), qui 
sont encore en (“‘C”)^. Comme vi sont bijectives pour tout i E I, il resulte 
que @ est bijective. Done (J’hJ), est pleinement fiddle. 
COROLLAIRE 6.4. 
J1’(JyJ)J1 * 
(J’hJ)r induit me Equivalence entre les categories ,lcJ et 
T~~OR~IE 6.5. Pour tout (C, J’, J)-cofaisceau F : C + V, il existe un seul 
foncteur F : J’CJ -+ %? tel que FO J’hJ = F (ce foncteup. est un (“‘CJ, J1’, J1)- 
cofaisceau). 
D&o&ration. Voir le Corollaire 6.2 et les Propositions 2.1 et 6.3. 
Soit S, S’ deux ensembles des morphismes de C. Pour tout morphisme s 
de C nous noterons par A, la source de s et B, I’adresse de s. Soit 
oti f/,, est definie dans la demonstration du Corollaire 3.15 J’IzJ(s) est un 
Cpimorphisme pour s E S’ et un isomorphisme pour s E S. 
COROLLAIRE 6.6. Soit F : C + Q un foncteur covariant tel que F(s) est am 
t@norphisme pour s E s’ et un isomorphisnze pour s E S. I1 existe un seul 
P : J’CJ -+ %? (p&s un isomorphisme) tel que F 0 J’hJ = F. 
Soit C’ une categoric des fractions de C etp : C - c’ le foncteur canonique. 
COROLLAIRE 6.7. II existe une topologie J telle que CJ et C’ sont iquivalents 
et hJ et p sont compatibles avec cette Lquivalence. 
Soit (i, C) I’extension de C don&e par le Corollaire 3.10. 
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PROPOSITION 6.8. Si le foncteur covariant F : C ---f ‘& cmnnmte avec les 
suplppeina et V est sup-conapl&e, alors il existe un seul F : C + % ( prks un 
isomorplzisme) tel que F 13 i = F et F commute avec les supprema. 
Remarque 6.9. Si C est la categoric preordonnee associee a un ensemble 
preordonne M, alors C est equivalent avec une categoric preordonnee 
associee a un ensemble preordonne m complet. Done toute application 
isotone I : M + N (N est complete) qui commute avec les suprema se 
factorise par l’extension ,@ a l’aide d’un seul morphisme (p&s un isomor- 
phisme) en cornmutant avec les suprema. Si est ordonne, alors M est un 
ensemble ordonnt: complet. Si f : M - Ai est isotone et commute avec les 
suprema, et si iV est un ensemble ordonne complet, alors il existe une seule 
application isotone f cornmutant avec les suprema et f/M = f. 
7. LES FAISCEAUS D'UNE BITHBORIE AVEC DES VALEURS 
DANS UNE CAThGORIE ALGkBRIQUE 
Soit A une theorie algebrique, & la categoric d’algebres sur A [5] et 
L : & -+ 8”* le foncteur inclusion. 
PROPOSITION 7.1. Les affirmations suivantes sont vraies: 
(a) I a un adjoint h gauche; 
(b) ,ti est la plus grande extension gauche ade’quate de A” tel que 
(Ali = A, ; A, ,..., A,< ,... sont les objets de -4)‘ 
De’monstration. Soient (an}neN des catCgor$ disc&es; a, a n-objets. 
Now noterons par r, le foncteur a, -+{ *>-LA”, 
Les foncteurs I’, ont des limites inductives en d”: les couples ((rr,i),Gisn , 
A,,). Nous noterms JA = {(I’, , +.ni)l~i~-n , &)),,N . 
gvidemment AJJ, = &‘. Pour finir, voir le Theo&me 3.6, et le Corollaire 
2.3. 
Remarque 7.2. (i) f : A ----f R est un morphisme des theories algebriques 
si et seulement si f : (,4”, J,J - (I?, JB) est un morphisme des theories. 
Le theoreme generalise un resultat de F. W. Lamvere [S]. 
(ii) D’apres le Theo&me 6.1 nous obtenons un theoreme de Frey1 
pour les categories algtbriques [2]. Aussi, ii en resulte le theoreme de 
prolongement dans le cas Abelien. 
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Soit ,,[C”Tk?J, la categoric des (C, J’, J-f . atsceaux avec des valeurs dans 
une categoric algebrique JY et I: r,[C y&l, -+ [Co, sdz] l’immersion canonique. 
PROPOSITION 7.3. I a un. adjoint & gauche. 
Dbmonstration. Soit D = A” x C le produit direct dans la categoric des 
categories petites. Nous considerons les foncteurs 
Ctant le foncteur a, 
f(A,,X) 
----+i*>- 0. Nous noterons 
Jo = wn,x ? *n.x 3 (42 7 m>Tm 
XEC 
OG 9L.x = {hi, 1XNl<i<?z * Soit(r,*,X)EJUJ’(F$~-+C)et.F~:I-+~ 
le seul foncteur r, : I -+ 0, terlnque le foncteur I --+ D -4 C est iso- 
morphe ave?: et le foncteur I --j B -+ A” est isomorphe avec le foncteur 
I--+{ -3-%x. 
Soit A = CL, 9 $1, I1 = iv, , VU% y x))w,~y7 E J et A’ = 
w-, , *a , (4 , x,,wt4y E Y. 
Rvidemment, [Co, J&J est Cquivalente avec &, et J,[C”~&]J est Cquivalente 
avec .71,&~l - 
D’aprb la Remarque 7.2 (le foncteur Jl’hJo”-‘l est un (LI, J”)-cofaisceau 
avec des valeurs dans J1’- JOvJ,) il resulte la proposition ci-dessus. 5 
Remarque 7.4. Les categories des faisceaux d’une petite bitheorie avec 
des valeurs dans une categoric algebrique sont completes. Aussi, le Theo&me 
3.6 reste encore en vigueur pour les prefaisceaux propres avec des valeurs 
dans les categories algebriques. 
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